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Abstract: 
The object of research is the dynamics of innovative building structures in the form of 

thermostructural panels. The panels are exposed to several vibration sources with unbalanced masses. 
The sources are established on the same basis. It is assumed that self-synchronization may occur when 
exposed to several vibration sources with unbalanced masses. Method. A design diagram has been 
drawn up for the location of several vibration sources in a building on one beam. The sources of vibration 
were rotors with unbalanced masses. The equations of motion of the rotors were compiled based on the 
Lagrange equations of the second kind. An analytical solution is found under the assumption that the 
angular velocities of the rotors are constant. The displacements of the system's center of mass from the 
equilibrium position are determined. The circular frequencies of natural transverse vibrations of a beam 
of constant cross-section are determined. Results. The results indicate that the values of the first natural 
frequency of the beam when it is rigidly fastened are close to the frequency of household engines with 
rotating parts with an unbalanced mass, and there is a danger of self-synchronization. It is shown that at 
specific attenuation coefficient values, the beam's displacement amplitude exceeds the permissible 
values. 

1 Введение / Introduction 

Одной из важных задач динамики конструкций в строительной механике является расчет 
собственных частот колебаний. Усложнению расчетных моделей способствует применение 
инновационных конструкционных материалов и конструктивных форм, для исследования 
динамики и деформации которых применяются как численные (в первую очередь, метод конечных 
элементов), так и аналитические методы. Цель данной работы – исследование собственных 
частот инновационных строительных конструкций с несколькими источниками вибрации при 
использовании математического аппарата. Объектом исследования являются термоструктурные 
панели, представленные как однопролетные балки постоянного сечения. Предмет исследования 
– динамика термоструктурных панелей при действии на них нескольких источников вибрации. 

Анализ литературы в данной области показывает следующее. Исследование динамического 
поведения балок Тимошенко приведен в работе [1]. Обозначено, что для изучения проблем 
вибрации динамическую задачу можно свести к исследованию балки Эйлера-Бернулли. 
Продольно-поперечные связанные колебания несимметричных балок переменной высоты даны в 
работе [2]. Аналитические решения для плоских балочных ферм, арок, рам и консолей приведены 
в справочнике [3]. В статье [4] дано численное решение полных нелинейных уравнений, 
описывающих связанные поперечно-продольные колебания растянутых балок Эйлера-Бернулли 
с общими линейными граничными условиями произвольной упругой жесткости. В работе [5] 
приводится численное исследование продольно-поперечных колебаний объектов с движущейся 
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границей, позволяющему решать задачу Коши для системы нелинейных дифференциальных 
уравнений с нелинейными граничными условиями.  

Использование соответствующих программных комплексов позволяет исследовать 
конструкции в нелинейной постановке задачи. Так, например, исследование деформации 
строительных конструкций в среде компьютерной математики Maple приведены в работах [6], [7]. 
Численный расчет статически неопределимой рамы с элементами повышенной жесткости с 
помощью компьютерной программы STAB12.EXE методом конечных элементов выполнен в 
работе [8]. 

Исследование отрицательного воздействия вибрационных воздействий на строительные 
конструкции в полной мере возможно после определения параметров конструкции и здания в 
целом, а именно: собственной частоты и коэффициента затухания колебаний конструкции. Так, 
статья [9] посвящена тематике исследования возникновения первой собственной частоты 
колебаний модульного здания и влияния податливости узлов на частоту. Оценка вибрационных 
характеристик деревянных конструкций с высоким демпфированием на основе резонансной 
кривой приведена в работе [10]. Значительное количество работ посвящено определению первой 
собственной частоты плоских и пространственных ферм [11]–[16]. Исследованию резонансных 
свойств систем, а именно времени реверберации, необходимых для определения коэффициента 
затухания различных материалов посвящены работы [17]–[19]. 

Динамическое поведение системы усложняется, если на одном из элементов конструкции 
оказалось несколько источников колебаний с неуравновешенными массами. В таком случае есть 
опасность возникновения самосинхронизации, т.е. установления самопроизвольной или кратной 
частоты несколько автоколебательных систем, которые вступают во взаимодействие [20]–[22]. 
Это способствует значительному возрастанию вибрации механизмов, размещенных на одном 
основании. В работе [23] анализируются вынужденные и параметрические колебания составной 
пластины, вызванные ее резонансными изгибными колебаниями. В статье [24] проведено 
исследование вынужденных колебаний двухслойной пластины при гармонической нагрузке. 
Предложена методика численного исследования динамического отклика при вынужденных 
гармонических колебаниях прямоугольной двухслойной пластины, состоящей из основного 
жесткого слоя и низкожесткого демпфирующего слоя. Динамическое деформирование материала 
демпфирующего слоя описывается линейными физическими уравнениями вязкоупругого 
твердого тела, которые представляют собой обобщение гипотезы Кельвина-Фойгта на случай 
сложного напряженного состояния. 

Исследованию малых длинноволновых свободных изгибных колебаний многослойной 
пластины с чередующимися жесткими и мягкими слоями посвящена работа [25]. Особое внимание 
уделяется возможности замены пластины эквивалентной однослойной пластиной Тимошенко–
Рейсснера. В работе [26] указано, что наиболее опасны изгибные колебания балки, а в случае 
крутильных колебаний необходимо выполнять частотный анализ для всех типов вибраций в 
каждом конкретном случае. 

Таким образом, задача исследования динамического воздействия на инновационные 
строительные конструкции со стороны механизмов с неуравновешенными массами, в 
особенности при одновременной работе нескольких устройств изучена недостаточно и является 
актуальной. В настоящей работе анализируется воздействие нескольких источников вибрации на 
новые разновидности строительных конструкций в виде термоструктурных панелей. Определено, 
что собственные частоты панелей близки к частотам бытового и ремонтного оборудования, а 
также вентиляторов, насосов, компрессоров и т.п., а динамические прогибы панелей, при 
определенных условиях, могут быть выше допустимых параметров. 

2 Материалы и методы / Materials and Methods 

Определение собственной частоты и коэффициента затухания колебаний необходимо для 
исследования динамического воздействия вибрации на инновационные строительные 
конструкции в виде металлических профилей в виде термоструктурных плит. Плиты представляют 
собой металлические профили с внутренним заполнением из минераловатных плит, 
пенополистирола, фибролита и т.д. монолитно связанных с самим профилем (рис. 1, а). Панели 
имеют незначительный вес и компонуются между собой «в паз» вручную без использования 
строительных механизмов техники, что позволяет получить высокий экономический эффект. 
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Данные конструкции используются в малоэтажном жилищном и промышленном строительстве, а 
также при реконструкции и надстройке существующих зданий. 

С целью определения собственных частот и форм поперечных колебаний конструкция 
каркаса панели, выполненная из оцинкованной стали, рассматривалась как однопролетная балка 
постоянного сечения с массой, распределенной равномерно. Такой параметр, как жесткость балки 
определялся при исходя из геометрии приведенного сечения. Приведенное сечение было 
определено посредством объединения металлических профилей гнутой формы каркасов 
панелей, расположенных рядом, в единое целое (рис. 1, б). 

  
    а                                 b 

Рис. 1. - Панель термоструктурная: а – одна из типовых схем: 1 – профиль из оцинкованной 
стали; 2 – пенополистирол или минераловатная вата; b – приведенное сечение несущей 
конструкции 
Fig. 1. - Thermostructural panel: a – one of the typical schemes: 1 – galvanized steel profile; 2 – 
expanded polystyrene or mineral wool; b – reduced section of the supporting structure 

Определение круговых частот собственных поперечных колебаний однопролетных балок 
сечения, постоянного по всей длине балки, выполнялись по формуле: 

0
2

2

µ
λ D
l

k r
r = , (1) 

где r = 1, 2, 3… – порядковый номер частоты, который соответствует номеру тона собственных 
колебаний; l  – пролет балки, м; EID = – жесткость балки, кНм2 (Е – модуль упругости, кН/м2; I – 
момент инерции поперечного сечения балки по отношению к нейтральной оси, неизменный по 
длине балки, м4); gq00 =µ  – погонная масса балки, кНс2/м2 ( 0q  – погонная нагрузка, кН/м; 9,8=g  

м/с2 – ускорение силы тяжести); 2
r

λ  – коэффициент r-й частоты собственных колебаний, квадраты 
данного параметра указаны в соответствующих справочных данных в зависимости типа 
закрепления концов балки. 

Результаты расчетов приведены на рисунке 2. Можно сделать вывод о том, что первая 
собственная частота балки при ее жестком закреплении составляет 300 с–1 при длине пролета 3 
м; 180 с--1 при длине пролета 4 м; 100 с–1 при длине пролета 5 м. Полученные значения частоты 
близки к частоте бытовых машин и ремонтного оборудования, которые имеют в своем составе 
неуравновешенные вращающиеся массы. 
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Рис. 2. - Зависимость собственных частот поперечных колебаний k от длины конструкции l:

 – 1-я собственная частота (жесткое закрепление);  – 1-я собственная частота 
(свободное закрепление); – собственная частота колебаний бытовых машин и ремонтного 
оборудования с неуравновешенными вращающими массами 
Fig. 2. - Dependence of natural frequencies of transverse vibrations k on the length of the structure 
l:  – 1st natural frequency (rigid fastening);  – 1st natural frequency (free fixation); 

 – natural frequency of oscillations of household machines and repair equipment with 
unbalanced rotating masses 

При определении коэффициента затухания колебаний n в теплоизоляционной 
составляющей структурной панели с применением данных акустических испытаний, приведенных 
в соответствующих технических характеристиках, делалось допущение, что время реверберации 
кратно периоду колебаний: 

210t
10lnLn = , (2) 

где L – уровень звукового давления, t2 – время реверберации. 
Время реверберации t2 находится с использованием экспериментальных значений 

реверберационного коэффициента звукопоглощения образца: 
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Здесь V – объем реверберационной камеры; 0/ FFb =  – отношение площади внутренних 
поверхностей камеры F к площади поверхности образца F0; t1 – среднее время реверберации 
пустой камеры; m – коэффициент звукопоглощения в воздухе. При известном значении t1, 
находится время t2 и коэффициент затухания колебаний n. 

Наиболее неблагоприятные динамические показатели возникают, когда источники 
колебаний воздействуют на элемент конструкции одновременно. Расчетная схема расположения 
в здании на одной балке двух источников вибрации – роторов с неуравновешенными массами 
показана на рисунке 3. Согласно схеме, мы имеем систему тел с тремя степенями свободы. За 
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обобщенные координаты принимаются: φ1 и φ2 – углы поворота роторов; x – отклонение балки от 
положения равновесия. 

  
Рис. 3 - Расчетная схема: 1, 2 – неуравновешенные массы роторов; 3 – балка; 4, 5 – роторы 
машин; М1, М2 – вращательные моменты роторов; l, l1, l2 – длины; m1, m2, m3, m4, m5 – 
массы; Fупр – сила упругости балки; х, х1, х2 – смещения от положения равновесия 
Fig. 3 - Calculation scheme: 1, 2 – unbalanced masses of rotors; 3 – beam; 4, 5 – machine rotors; 
М1, М2 – rotational moments of the rotors; l, l1, l2 – lengths; m1, m2, m3, m4, m5 – masses; Fel is 
the elastic force of the beam; х, х1, х2 – displacements from the equilibrium position 

Чтобы составить уравнения движения роторов, используем уравнения Лагранжа второго 

рода: ,T
dt
d

i
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∂
∂


 где T – кинетическая энергия системы, iq  – обобщенные координаты, iq  – 

обобщенные скорости, iQ  – обобщенные силы (i = 1, 2, ... n, где n – число степеней свободы). За 
обобщенные координаты в данной системе принимаем углы поворота роторов φ1 и φ2 и смещение 
балки от начального положения равновесия. Обобщенные силы включают в себя силы тяжести, 
моменты двигателей, силы упругости балки. 

Уравнения Лагранжа для первой формы колебания балки будут иметь вид: 

;
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Запишем выражения для кинетической энергии элементов системы:  
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где R – радиусы роторов; v – линейные скорости; ω=ϕ  – угловые скорости; I – моменты инерции 
роторов. 

Скорости и перемещения находятся для первой формы колебаний балки, что соответствует 
рисунку 2, б. В этом случае кинетическая энергия балки определяется по формуле: 

2

2
3

3
xm

T


κ
= , 

где κ – постоянное число; m3 – масса балки. 
Таким образом, были получены дифференциальные уравнения движения: 
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Для нахождения аналитического решения системы введем допущения, что угловые скорости 
роторов ω1 и ω2 постоянны, откуда 021 =ϕ=ϕ  . 

За начало отсчета принимаем статического равновесия балки под нагрузкой (рис. 2). Тогда 
уравнение вынужденных колебаний балки будет иметь вид: 

21
2 sinsin2 ϕϕ DBxkxnx +=++
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νϕ= ; 352

2
241

2
1пр )()( mmmmmm κνν ++++=  – 

приведенная масса. 
Решение данного дифференциального уравнения состоит из суммы общего и частного 

решений, где общее решение зависит от соотношения n и k (затухающий или апериодический 
процесс), а частное решение характеризует вынужденные колебания балки под действием двух 
источников вибрации с неуравновешенными массами. 

3 Результаты и обсуждения / Results and Discussion 

Тенденция роста скоростей движения исполнительных механизмов и мощности силовых 
установок способствует возрастанию колебаний и увеличению вибрационного спектра, 
действующего на объект защиты. В силу этого факта создается необходимость 
совершенствования виброзащитных систем и применения новых конструктивных решений.  

По результатам исследований построены графики смещения центра масс системы от 
положения равновесия, которое было вызвано одновременной работой двух роторов с 
неуравновешенными массами. Для следующих соотношений угловых скоростей роторов ω1/ω2: 
1) отношение ω1/ω2 = 1; 2) отношение ω1/ω2 = 1,05; 3) отношение ω1/ω2 = 1,1; 4) отношение 
ω1/ω2 = 1,2; 5) отношение ω1/ω2 = 1,5; 6) отношение ω1/ω2 = 2. Часть графиков приведена на рис. 
4–5. 

Исходные данные для построения графиков и получения результатов следующие: масса 
неуравновешенного элемента первого источника колебаний m1 = 3 кг; масса неуравновешенного 
элемента второго источника колебаний m2 = 4 кг; масса балки m3 = 0,17 кг; масса первого 
источника колебаний m4 = 70 кг; масса второго источника колебаний m5 = 90 кг; радиус ротора 
первого источника колебаний R1 = 0,3 м; радиус ротора второго источника колебаний R2 = 0,4 м; 
погонная нагрузка балки q0 = 551 Н/м; длина балки l = 3 м; l1 = l2 = 1 м; линейные скорости ν1 = ν2 
= 0,556; κ = 0,533; 11 ω=ϕ  = 104,7 рад/с; k = 9,19 с–1 и различных соотношений угловых скоростей 
роторов с неуравновешенными массами ω1, ω2, значения n и k приведены на рис. 4 и 5. 
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b 
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Рис. 4. - Колебания конструкции при одновременной работе источников вибрации:  
а – n = 0,1k, ω1/ω2 = 1; b – n = 0,1k, ω1/ω2 = 2; c – n = 1,1k, ω1/ω2 = 1; d – n = 1,1k, ω1/ω2 = 2; 
1 – изменение положения центра масс балки; 2 – затухающая составляющая колебаний 
балки; 3 – относительное смещение неуравновешенной массы первого источника, 4 – 
относительное смещение неуравновешенной массы второго источника 
Fig. 4. - Vibrations of the structure during simultaneous operation of vibration sources: 
а – n = 0,1k, ω1/ω2 = 1; b – n = 0,1k, ω1/ω2 = 2; c – n = 1,1k, ω1/ω2 = 1; d – n = 1,1k, ω1/ω2 = 2; 
1 – change in the position of the center of mass of the beam; 2 – damped component of beam 
vibrations; 3 – relative displacement of the unbalanced mass of the first source, 4 – relative 
displacement of the unbalanced mass of the second source 
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b 

 
с 

 
d 

Рис. 5. - Изменение положения центра балки при n = 0,5k (а); n = k (b); n = 1,5k (c); n = 2k (d); и 
различных соотношениях угловых скоростей источников колебаний: 1 – ω1/ω2 = 1; 2 – 
ω1/ω2 = 1,2; 3 – ω1/ω2 = 1,5; 4 – ω1/ω2 = 2 
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Fig. 5. - Change in the position of the center of the beam at n = 0,5k (а); n = k (b); n = 1,5k (c); n = 2k 
(d); and various ratios of angular velocities of vibration sources: 1 – ω1/ω2 = 1; 2 – ω1/ω2 = 1,2; 3 – 
ω1/ω2 = 1,5; 4 – ω1/ω2 = 2 

Анализируя полученные зависимости, можно сделать вывод, что при коэффициенте 
затухания, составляющем 0,1 собственной частоты поперечных колебаний k, смещения балки 
длиной 3 м составляют более 1/15 длины балки. При этом в других примерах данное значение 
находится в пределах от 1/30 до 1/15, что говорит о невыполнении условия п.15.1 Российского 
свода правил, включающего описание процессов проектирования 20.13330.2016 Нагрузки и 
воздействия, и ведет к деформации и разрушению конструкции. 

Если коэффициент сопротивления движению мал, и роторы вращаются равномерно с 
одинаковой угловой скоростью, то вибрационные моменты не изменяют суммарную энергию 
системы, а перераспределяют подводимую через роторы энергию таким образом, чтобы 
обеспечивалось синхронное движение вращающихся частей с неуравновешенными массами. В 
нашем случае эффект самосинхронизации приводит к значительному усилению вибрации 
механизмов, размещенных на одном основании. 

4 Выводы / Conclusions 

Предложена схема элемента конструкции с несколькими источниками вибрации. 
Разработана математическая модель конструкции для определения собственной частоты 
колебаний в аналитической форме на основе уравнений Лагранжа второго рода. Получены 
зависимости смещения центра масс системы от положения равновесия, вызванное 
одновременной работой нескольких источников вибрации. Основные выводы проведенного 
исследования следующие: 

1. Значения первой собственной частоты балки при ее жестком закреплении близки к 
частоте бытовых двигателей, имеющих вращающиеся части с неуравновешенной 
массой и возникает опасность возникновения самосинхронизации.  

2. Резонансные свойства системы зависят от коэффициента затухания колебаний. 
3. При определенных значениях коэффициента затухания амплитуда смещения балки 

превышает допустимые значения. 
Инновационные легкие строительные конструкции обладают неоспоримыми 

преимуществами перед традиционными, но, наряду с преимуществами, легкий вес увеличивает 
собственную частоту колебаний частей зданий до величин, близких к рабочим частотам бытовых 
машин, что при некоторых условиях может привести к резонансу и повреждениям конструкций. 
Разработанная математическая модель свидетельствует о важности более подробного изучение 
динамического поведения инновационных строительных конструкций и принятия определенных 
мер виброзащиты при строительстве зданий и сооружений малой этажности. 
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