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The object of research is a new scheme of a flat statically determinate regular beam truss with a 

semi-braced double lattice. An algorithm has been developed for deriving the analytical dependence of 
the first natural frequency of oscillations of a truss on its size, mass, and number of panels. The mass of 
the truss is concentrated in its nodes, the rods are elastic, and the nodes oscillate vertically. Method. To 
calculate the stiffness of the truss, the Maxwell-Mohr's formula is used. Generalization of solutions to the 
case of an arbitrary number of panels is performed by the induction method in the Maple computer 
mathematics systems. Results. The solution with coefficients of the type of polynomial in the number of 
panels is compared with the well-known Dunkerley solution and the numerical one obtained as the first 
frequency of the entire frequency spectrum. It is shown that the proposed method provides not only a 
more compact, but also a more accurate formula for calculating the frequency. As the number of panels 
increases, the accuracy of the analytical solution increases. 

1 Введение / Introduction 

Одной из наиболее востребованной в инженерной практике динамической характеристикой 
конструкции является ее основная (наименьшая) собственная частота. Как правило эта величина 
рассчитывается численно с применением стандартных инженерных пакетов [1], [2]. С развитием 
систем компьютерной математики (Maple, Mathematica, Derive [3]) появилась возможность 
находить аналитические решения некоторых задач строительной механики. Особенно эффектны 
такие решения для регулярных систем, содержащих периодически повторяющиеся элементы 
структуры. В [4] методом индукции с применением системы символьной математики Maple 
получены формулы зависимости прогиба плоских ферм от числа панелей. В [5], [6] решены задачи 
о первой собственной частоте плоских ферм с произвольным числом панелей в предположении 
о концентрации массы фермы в узлах. Для этого использовался метод Донкерлея [7]. Этот метод 
дает несколько заниженное значение первой частоты. Более сложное, но более точное решение 
задачи о первой частоте фермы получается приближенным энергетическим методом Рэлея [8], 
который дает верхнюю оценку искомой частоты. В отличие от метода Рэлея, для метода 
Донкерлея не требуется знание о возможной форме колебания с первой частотой. Зависимость 
решения от порядка регулярности дает метод индукции, что существенно расширяет область 
применимости аналитических решений. Проблемы существования и расчета регулярных 
статически определимых ферм изучены в [9], [10]. В справочнике [11] приведены схемы плоских 
регулярных статически определимых ферм арок, консолей, рам и даны формулы для расчета их 
прогиба. Аналитическое решение задачи о частоте колебаний внешне статически неопределимой 
фермы получена в [12]. В [13] найдено численное решение задачи о деформации Г-образной 
конструкции из тонкостенных стержней в программном комплексе ABAQUS с учетом 
конструктивных особенностей элементов узлового соединения. Простая  формула для оценки 
первой частоты собственных колебаний пространственной консольной фермы выведена в [14]. В 
[15] получена формула зависимости частоты колебаний плоской фермы типа Финка от числа 
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панелей. Решение задачи о колебании шпренгельной фермы балочного типа приведено в [16]. 
Формула для нижней оценки собственных колебаний плоской регулярной балочной фермы с 
прямолинейным верхним поясом получена в [17]. Аналитическая оценка основной частоты 
колебаний Г-образной пространственной фермы в системе Maple получена в [18]. В [19] 
аналитическая оценка первой частоты собственных колебаний регулярной решетчатой фермы  
выведена методом индукции. Формулы для расчета деформаций прогиба плоской регулярной 
рамы с произвольным числом панелей найдены в [20]. Методом начальных функций в [21], [22]  
получены некоторые аналитические решения задач строительной механики для элементов 
конструкций. Аналитическое решение для расчета прямоугольных ортотропных пластин с 
трещинами найдено в [23] на базе системы символьной математики Maple. 

В настоящей работе предлагается новая схема плоской статически определимой балочной 
фермы с полураскосной двойной решеткой. Методом Донкерлея выводится аналитическая 
зависимость первой частоты собственных колебаний. Решение сравнивается с упрощенным 
вариантом метода Донкерлея [24] и численным решением, полученным для системы с многими 
степенями свободы. 

2  Материалы и методы / Materials and Methods 

2.1 Конструкция фермы и усилия в стержнях 
Рассматриваемая ферма представляет собой плоскую балочную конструкцию высотой 3h 

и длиной 2( 1)n a  (рис. 1), где 2n — число панелей в средней части фермы. Раскосы в верхней 

части, закрепленные на стойках, имеют длину 2 2c a h= + , в нижней части — длину 2c . 

 
Рис. 1 – Схема фермы и нумерация узлов, n=3  
Fig. 1 –Truss scheme and node numbering, n=3 

Ферма имеет 6( 1)K n   внутренних узлов и 12( 1)n   стержней, включая три 
стержня, моделирующие левую подвижную и правую неподвижную опоры. Усилия в стержнях, 
необходимые для расчета жесткости конструкции, определяются из системы уравнений 
равновесия узлов.  

Схема соединений стержней в узлы и координаты узлов в решетке вносятся в программу, 
написанную на языке символьной математики Maple [25]. Начало координат выбирается в левой 
подвижной опоре A. Фрагмент программы ввода координат на языке компьютерной математики 
Maple с использованием циклов с параметрически заданной длиной имеет вид: 
    > for i to 2*n+3 do x[i]:=a*(i-1); y[i]:=0; end: 
    > for i to 2*n+1 do x[i+2*n+3]:=i*a; y[i+2*n+3]:=3*h;  end: 
   > for i to n+1 do x[i+4*n+4]:=a*(i-1):y[4*n+i+4]:=2*h: 
   >                 x[i+5*n+5]:=a*(i+n+1):y[5*n+i+5]:=2*h:end: 

Для ввода порядка соединения стержней в узлах используются специальные 
упорядоченные списки номеров вершин концов соответствующих стержней. Программа ввода 
информации о стержнях поясов имеет вид: 
    > for i to 2*n+2 do N[i]:=[i,i+1];end:     
    > for i to 2*n do N[i+2*n+2]:=[i+2*n+3,i+2*n+4]; end: 

Элементы списков N[i] — это номера концов стержня i. Матрица системы разрешающих 
уравнений состоит из направляющих косинусов усилий, вычисленных по данным о координатах 
концевых узлов стержней.  
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2.2 Метод Донкерлея 
Простейшей и наиболее распространенной в инженерных расчетах инерционной моделью 

фермы является ферма с массой, равномерно распределенной по ее узлам. Формула Донкерлея 
для первой частоты собственных колебаний находится по формуле: 

2 2

1
.

K
D j

j

− −

=
ω = ω∑  (1) 

Здесь введено обозначение jω  для парциальной частоты колебаний массы µ  в узле j по 
вертикали. Горизонтальные колебания узлов балочной фермы незначительны и в этом подходе 
не учитываются. 

Уравнение колебаний одной отдельной массы имеет простой скалярный вид: 
0, 1,..., ,j j ju d u j Kµ + = =  

где ju  — смещение массы, jd  — коэффициент жесткости отдельного узла j. Частота колебаний 

парциальной массы имеет вид: /j jdω µ= . По формуле Максвелла – Мора вычисляется 

жесткость jd  , которая является обратной величиной податливости: 

( )2( )

1
1/ / ( )j

j jd S l EF
η

α α
α=

δ = =∑  . 

Согласно (1): 

2

1
.

K
D j n

j
ω µ δ µ−

=
= = ∆∑  (2) 

Чтобы получить зависимость решения от количества панелей n  в фермы требуется метод 
индукции. Расчетом усилий в стержнях с использованием формулы Максвелла – Мора 
коэффициент n∆  в (2) для различных чисел панелей n=1,2,.... находится в виде: 

3 3 3 2
1

3 3 3 2
2

3 3 3 2
3

3 3 3 2
4

3 3 3 2
5

(38 114 597 ) / (16 )
(85 147 680 ) / (12 )
(12102 9666 39523 ) / (512 )
(73466 34350 127551 ) / (1280 ),
(1516978 444198 1514881 ) / (12288 ),...

a c h h EF
a c h h EF

a c h h EF
a c h h EF

a c h h EF
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∆ = + +
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Для выявления закономерности в коэффициентах при степенях размеров a, c, h 
используются операторы пакета genfunk системы Maple. По данным расчетов десяти ферм с 
последовательно увеличивающимся числом панелей можно найти общие члены коэффициентов 
в этих выражениях: 

3 3 3 2
1 2 3( ) / ( ).n C a C c C h h EF+∆ = +  (3) 

Коэффициенты находятся как решения рекуррентных линейных однородных уравнений:  
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Окончательное выражение зависимости нижней границы первой частоты от 
геометрических параметров конструкции, включая количество панелей в вертикальной и 
горизонтальной частях фермы, примет вид: 

( )3 3 3
1 2 3

.D
EFh

C a C c C h
ω

+
=

µ +
 

(5) 

2.3 Упрощенный вариант метода Донкерлея 
Для расчета частоты по методу Донкерлея в аналитической форме требуется находить 

конечную сумму (1) парциальных частот. Аналитическое решение этой задачи не всегда бывает 
возможным или дает громоздкий и неудобный для практических расчетов результат. Упрощение 
может быть достигнуто, если сумму вычислять по значению максимальной парциальной частоты, 
пользуясь формулой для площади треугольника [24]: 

2 max
*

1
/ 2 ,

K
D j

j
Kω µ δ µδ µ−

=
= = = ∆∑  (6) 

где max — наибольшее по всем узлам значение прогиба jδ . Для рассматриваемой фермы можно 
предположить, что максимальный прогиб будет либо в среднем узле верхнего пояса с номером 
3n+4, либо в среднем узле нижнего пояса с номером n+2 (рис. 1). Численный счет показывает, что 
для этого метода лучше всего подходит узел в верхнем поясе. 

Рассчитывая коэффициент *∆  для разных чисел панелей, получаем  
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 (7) 

Обобщая (7) на произвольное число панелей, получаем несколько более простой, чем (4) 
вид коэффициентов в (5): 
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3 Результаты и обсуждение / Results and Discussion 

3.1 Итоги 
Для сравнения результатов двух аналитических методов и оценки их степени приближения 

к численному решению, полученному для фермы с многими степенями свободы, приведем 
пример расчета собственной частоты колебаний ферм с модулем упругости материала стержней 

52.1 10E = ⋅  МПа, массами в узлах 200 кгµ =  и размерами: 3 , 2a м h м= = . Площадь 

поперечных сечений стержней 29F см= . В численном решении при нахождении собственных 
чисел используется стандартный оператор Eigenvalues системы Maple из специализированного 
пакета линейной алгебры LinearAlgebra. На рисунке 2 показаны кривые зависимости первой 
частоты от числа панелей, рассчитанные численно и по двум аналитическим методам. 
Конкретный пример показывает, что метод Донкерлея, как и ожидалось, дает заниженное 
значение собственной частоты [26], [27]. Для упрощенного метода Донкерлея погрешность 
расчета по сравнению с численным решением оказывается меньшей.  

 
Рис. 2 – Зависимость частоты от количества панелей. Численное решение 1ω  и 

аналитические оценки ωD , и *ω   

Fig. 2 – Frequency dependence on the number of panels. Numerical solution 1ω  and analytical 

assessments ωD , and *ω . 

Для сравнения аналитических решений с численным, полученным как минимальная 
частота спектра, вводятся относительные погрешности ( )1 1/D Dε ω ω ω= − , * 1 * 1| | /ε ω ω ω= − . На 
рисунке 4 показано, что погрешность упрощенного метода Донкерлея в несколько раз меньше 
оригинального метода. С увеличением числа панелей погрешность обоих методов уменьшается. 
Для метода Донкерлея это уменьшение монотонное, для упрощенного варианта изменение 
погрешности скачкообразное. Погрешность в обоих случаях тем меньше, чем меньше высота 
конструкции. Для упрощенного метода это справедливо при n>2. 
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Рис. 3 – Погрешности аналитических решений в зависимости от количества панелей 
Fig. 3 – Errors of analytical solutions depending on the number of panels 

4 Выводы/ Conclusions 

Основные результаты работы: 
1. Предложена новая схема плоской статически определимой фермы регулярного типа. 
2. Разработана математическая модель для расчета напряженного состояния и первой 

собственной частоты колебаний в аналитическом виде для произвольного числа панелей. 
2. Двумя методами выведены формулы для основной частоты. 
3. Показано, что упрощенное решение дает не только более компактную, но и более точную 

формулу для частоты по сравнению с численным решением. 
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