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Abstract: 
The object of research is a statically determinate planar truss. The scheme of a lattice 

console structure in the form of a triangle is considered. Also, a structural feature is the presence of 
upper and lower belts, as well as braces. Method. The calculation of forces in the rods is carried out 
by cutting nodes from the solution of the system of equilibrium equations for all nodes in the 
projection on the coordinate axis. To derive formulas for the dependence of forces and the frequency 
of free oscillations, an inductive generalization of the sequence of solutions for structures with a 
different number of panels is used. The structural stiffness matrix is calculated using the Maxwell-
Mohr formula in analytical form. Dunkerley and Rayleigh methods are used to find estimates of the 
lowest oscillation frequency of nodes endowed with masses. All mathematical transformations are 
performed in the Maple symbolic mathematics system. Results. Under the assumption that 
vibrations of loads concentrated in the nodes of the structure occur only along the vertical, and the 
rigidities of all rods are the same, compact formulas are obtained for upper and lower estimates of 
the first (main) frequency of natural oscillations of the system for an arbitrary number of panels. The 
upper estimate of the first oscillation frequency of the nodes  has a rather higher than the lower 
estimate. The analytical solution is compared with the lowest oscillation frequency obtained 
numerically. The accuracy of the upper estimate of the frequency is very high and almost 
independent of the construction order. 

1 Introduction / Введение 

В инженерной практике практическое применение имеют численные решения, при этому 
зачастую аналитические дополняют их. Выполняя роль тестовых решений, вторые удобны 
как для оценки точности численных решений, так и для предварительных расчетов 
проектируемых сооружений. Эта особенность проявляется в очень большом количестве 
элементов, например, в фермах большепролетных мостов и покрытиях зданий и сооружений 
[1]. Если конструкция является регулярной, и можно выделить периодически повторяющуюся 
группу стержней, то аналитические методы могут быть использованы для преодоления 
трудностей, возникающих при оценке ее напряженно-деформированного состояния при 
расчете [2,3]. Известны и широко используются на практике аналитические методы, при 
которых численные расчеты, основанные на вариационных принципах в системе символьной 
математики, заменяются аналитическими с сохранением результатов вычисления алгоритма 
[4,5]. Этот метод применим как к обычным, так и к произвольным системам. Индуктивный 
аналитический метод расчета структур применим для регулярных систем с периодически 
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повторяющимися структурами и приводит, как правило, к простым расчетным формулам [6]. 
Индуктивный метод основан на обобщении последовательности решений для ферм с 
различным числом панелей и в основном используется для статически определимых систем 
[7]. Впервые проблема существования и анализа статически определимых плоских и 
пространственных регулярных ферм была поднята Хатчинсоном Р.Г., Флеком Н.А. [8,9]. 
Известны также формулы для расчета арочных [10,11] и решетчатых шпренгельных [12] и 
консольных ферм [13,14]. Индукционный метод  применим и для получения аналитических 
оценок собственных частот колебаний регулярных структур [13,15] с произвольным числом 
панелей. Известны аналитические оценки снизу первой (основной) собственной частоты 
свободных колебаний ферм [16,17] методом Донкерлея и оценки этой же частоты сверху 
методом Рэлея с использованием метода индукции [18,19]. Методом индукции получены 
решения для расчета частоты колебаний решетчатой двухпролетной фермы, допускающей 
кинематическую изменяемость [20]. Обзор некоторых аналитических расчетов плоских 
регулярных ферм на основе индукционного метода с использованием символьной 
математики приведен в [21,22]. 

В этой статье предлагается анализ схемы для плоской решетчатой консольной 
регулярной статически определимой фермы. Поставлена задача вывести аналитические 
зависимости  нижней и верхней оценки первой частоты колебаний от числа панелей. 
Полученные формулы могут быть использованы для оценки численных решений, особенно 
для крупномасштабных конструкций, при численных расчетах которых неизбежно накопление 
ошибок округления, приводящих к потере точности расчета. 

2 Materials and Methods / Материалы и методы 

2.1 Design of the truss / Конструкция фермы 
Структура фермы состоит из верхнего и нижнего поясов и также раскосов. Раскосы 

решетчатой фермы имеют одинаковый наклон и фиксируются на вертикальной стенке в 
шарнирах с шагом b по высоте (рис. 1). Длина каждого стержня нижнего пояса равна a ,  длина 
всего пояса консоли составляет na , где n  — порядок регулярности фермы. Длина одного 
стержня верхнего пояса равна 2 2a b+ , тогда, соответственно, длина всего верхнего пояса 
составляет 2 2n a b+ . Вся структура состоит из 4 2sn n= −  стержней. 

 
Рис. 1. Конструкция при 5n = . 
Fig. 1. Construction at 5n = . 

2.2 Force Calculation Algorithm / Алгоритм расчета усилий 
Число узлов конструкции с учетом опорных узлов на стенке составляет 3K n= . Ферма 

нагружена вертикальными силами, равномерно распределенными по внутренним узлам. 
Усилия в стержнях рассчитываются в программе, написанной на языке Maple. Программа 
основана на методе вырезания узлов. Для ввода в программу информации о структуре 
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сооружения: узлы нумеруются и вводятся их координаты (рис. 2). Сначала нумеруются узлы 
нижнего пояса, а затем нижнего: 

Координаты узлов нижнего пояса: Координаты узлов верхнего пояса: 
,

0.
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Рис. 2. Конструкция с нумерацией узлов и стержней при 6n = . 
Fig. 2. Construction with numbering of nodes and rods at 6n = . 

3 Results and Discussion / Результаты и обсуждение 

3.1 Natural frequency / Собственная частота 
 
Большинство динамических расчетов конструкций включают в себя вычисление 

значения первой (наименьшей) частоты собственных колебаний. Как правило, вычисление 
собственных частот выполняется численно на основе различных вариантов метода конечных 
элементов [23,24]. Аналитические расчеты возможны только в виде верхней и нижней 
частотных оценок для первой частоты [25,26]. Эти методы основаны на вычислении 
парциальных частот, значения которых в некоторых случаях могут быть найдены 
аналитически. Для регулярных конструкций аналитические оценки могут обобщаются на 
произвольное число панелей с использованием метода индукции [27,28], что делает 
применение результатов более широким. 

Инерционные свойства рассматриваемой конструкции моделируются с помощью 
сосредоточения масс m  в узлах фермы. Пренебрегая горизонтальными перемещениями 
узлов, рассматриваются только их вертикальные колебания. Число степеней свободы 
системы масс фермы порядка n  равно в такой постановке количеству узлов 3K n= . 

Дифференциальные уравнения для движения масс в матричном виде: 

0,K K+ =M Z D Z  (1) 

где Z  — вектор вертикальных перемещений масс 1, ..., K ; KM  — матрица инерций 

размером K K× , KD  — матрица жесткости, Z  — вектор ускорения. В случае равных масс 

матрица инерции пропорциональна единичной матрице K Km=M I . Матрица KB  является 
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обратной к матрице жесткости KD  , которую можно найти с помощью формулы Максвелла – 
Мора:                                        

( ) ( )
,

1
/ ( ),

s i j
j

n

ib S S l EFα α α
α=

= ∑  (2) 

где ( )iSα  — сила в стержне α  от действия единичной вертикальной силы в узле i . Задача 
сводится к задаче о собственных значениях матрицы KB . Если умножить матричное 

уравнение (1) на KB  слева с учетом замены 2= −ωZ Z , следующей из формы гармонических 
колебаний 

0sin( ),i iz u t= ω + ϕ  (3) 

то получится уравнение задачи для собственных значений матрицы ,K = λB Z Z  где 
21/ ( )mλ = ω  является собственным значением матрицы KB , ω  — собственная частота 

колебаний. Отсюда частота собственных колебаний имеет вид: 1/ ( )mω = λ . Задача о 
собственных значениях решается с помощью специального оператора Eigenvalues 
поиска собственных значений из пакета LinearAlgebra системы Maple. 

Элементы матрицы KB  зависят от усилий ( )iSα  в стержнях, которые находятся из 
решения системы уравнений узлов фермы в проекциях на координатные оси. Эта же система 
включает в себя и реакции опор. 

Для оценки частоты используются два приближенных метода, которые дают ее верхнюю 
и нижнюю границы. 

3.1.1 Lower estimate by the Dunkerley method / Оценка нижней частоты по методу 
Донкерлея 

 Нижняя оценка первой частоты колебаний получается по формуле Донкерлея: 
 

2 2

1

K

D i
i

− −

=
ω = ω∑  , (4) 

где iω  — частота колебаний одной массы m , расположенной в узле i . Для вычисления 
парциальных частот iω  составляется уравнение (1) в скалярной форме: 

0,i i imz D z+ =  
где iD  — скалярный коэффициент жесткости ( i  — номер массы). Частота колебаний узла: 

/ .i iD mω =  
(5) 

Коэффициент жесткости, обратный коэффициенту податливости, определяется по 
формуле Максвелла – Мора (2) 

( )2( )

1
1/ / ( )

sn
i

i iD S l EFα α
α=

δ = = ∑  . 

Из (4) и (5) следует  2 2

1 1

1K K

D i
ii i

m
D

− −

= =
ω = ω =∑ ∑ . Поскольку податливость является обратной 

величиной жесткости 1/ i iD = δ , значит 

( )22 ( ) 2

1 1 1
/ ( ) / ( ).

snK K
i

D i n
i i

m m S l EF m b EF−
α α

= = α=
ω = δ = = Σ∑ ∑∑ 

 (6) 
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Далее производится последовательный подсчет суммы ( )22 ( )

1 1

snK
i

n
i

h S lα α
= α=

Σ = ∑∑   при 

1, 2, 3, 4, ...n =  
3 3
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где 2 2 .c a b= +  
Вычисляются общие члены последовательностей коэффициентов в этих выражениях. 

Введено обозначение суммы: 3

[ , , ]
,n

a c b
rα

α=
Σ = α∑

  
где                                                                                       

 

2 .( 1)
2

, ba c
n nr n rr −

= = =  (7) 

При выводе выражений для коэффициентов (7) оператор rgf_findrecur 
использовался для составления рекуррентных уравнений в системе Maple. Оператор 
rsolve требуется для решения этих уравнений и получения общих членов 
последовательностей. Прямое применение такого алгоритма не дает результата в данном 
случае, поскольку члены последовательностей имеют вид дробей, в которых не только 
числители, но и знаменатели зависят от n . Системные операторы Maple не предназначены 
для определения общих членов таких последовательностей. Альтернативный метод поиска 
общих членов последовательностей предоставляется оператором FindSequenceFunction из 
пакета символьной математики Wolfram Mathematica. В данном случае уравнения имеют 
простые решения. В результате нижняя оценка для первой частоты по Донкерлея составляет: 

3

[ , , ]

.

a c

D

b

EF
m r

b
α

α=
α

ω =
∑  (8) 

3.1.2 Higher estimate by the Rayleigh method / Оценка верхней частоты по методу 
Релея 

Метод Релея основан на законе сохранения энергии. В каждом цикле гармонических 
колебаний происходит переход из потенциальной энергии деформации в кинетическую и 
наоборот. Имеет место равенство: 

max maxT П=
 

(9) 

Отсюда следует формуле Рэлея для верхней оценки первой частоты. Кинетическая 
энергия системы всех масс m , расположенных в узлах структуры, имеет вид: 

2

1
/ 2.

K

i
i

T mv
=

= ∑  

Вертикальная скорость массы i  в соответствии с (3): 0sin( )i i iv z u t= = ω ω + ϕ . 
Предполагая, что при максимальной кинетической энергии 0max(sin( )) 1tω + ϕ = , имеем:
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2 2
max

1
/ 2,

K

i
i

T m u
=

= ω ∑  (10) 

                                                 
где амплитуда вертикального смещения вычисляется по формуле Максвелла-Мора: 

( ) ( ) ( ) ( )

1 1
/ ( ) / ( )

s sn n
P i P i

i iu S S l EF P S S l EF Puα α α α α α
α= α=

= = =∑ ∑  

  
 

(11) 

Используются предыдущие обозначения: ( )PSα  — усилие в стержне 1, ..., snα =  от 

действия нагрузки P , равномерно распределенные по узлам, ( )iS
α

  —  сила в одном и том же 

стержне от одной (безразмерной) нагрузки, приложенной к массе с числом i ,  ( ) ( ) / .P PS S Pα α=  
Форма колебаний системы масс с первой частотой близка к форме прогиба конструкции от 
равномерной нагрузки. Таким образом, (10) принимает вид: 

2 2 2
max

1
/ 2,

K

i
i

T P mu
=

= ω ∑   (12) 

где ( ) ( )

1
/ / ( )

sn
P i

i iu u P S S l EFα α α
α=

= = ∑  

 — амплитуда перемещений массы с номером  i  под 

действием распределенной нагрузки, отнесенной к значению P . 
Потенциальная энергия деформации упругих стержней: 

( ) ( ) 2
max

1 1
/ 2 ( ) / (2 ).

s sn n
P PS l S l EFα α α α

α= α=
Π = ∆ =∑ ∑  (13) 

В силу линейности задачи по нагрузке верна следующая формула: ( ) ( )

1

N
P i

i
S P Sα α

=
= ∑  . 

Отсюда получается:
                 

 

2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2
max

1 1 1 1
/ (2 ) / (2 ) / 2.

s sn nK K N
P i P i

i
i i i

P S S l EF P S S l EF P uα α α α α α
α= = = α =

Π = = =∑ ∑ ∑∑ ∑   

  (14) 

 
Из (9), (12), (14) следует формула Рэлея для верхней оценки первой частоты колебаний 

фермы: 
2 2

1 1
/ .

K K

R i i
i i

u mu
= =

ω = ∑ ∑   (15) 

Обобщением ряда решений для перемещения iu  при различных n находится 

зависимость частоты от порядка построения n . Суммы  
1

K

i
i

u
=
∑ 

 
и 2

1

K

i
i

u
=
∑   рассматриваются 

отдельно.   
Расчет смещения для ферм с разным количеством панелей показывает, что решение 

для сумм 
1

K

i
i

u
=
∑   в числителе (15) имеет вид: 

3 3 3 2

1
( ) / ( ),

K

i a c b
i

u m C a C c C b b EF
=

= + +∑   (16) 
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или в более компактной форме: 

3 2

1 [ , , ]
/ ( ),

K

i
i a c b

u mg b EFα
= α=

= α∑ ∑  (17) 

где коэффициенты , ,a c bC C C  получены методом индукции, обобщающим ряд решений для 
различных n : 

3 3 2
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 (18) 

В результате получаются коэффициенты: 
3 2 2(4 ) / 3, (2 ), ( ) / 2.c ba n n C nC n C n n= − = − = −  (19) 

Знаменатель (17) имеет более сложную форму:

 

2 3 3 4 2 2
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где 
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 (21) 

Таким образом, верхняя оценка первой частоты фермы, в зависимости от количества 
панелей, может быть получена по формуле: 

3

[ , , ]
3 3

, [ , , ]

a c b
R

a c b

EF C

b
m C

α
α=

αβ
α β=

α

ω =
α β

∑

∑  (22) 

с коэффициентами (19), (21), зависящими только от порядка n . 
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Формула (22) почти совпадает по форме с формулой (8), полученной методом 
Донкерлея, но вторая намного проще. В этой формуле искомые коэффициенты содержатся 
только в знаменателе. 

3.1.3 Numerical solution / Численное решение 
 Чтобы оценить погрешность найденных оценок, рассмотрим ферменную конструкцию 

с числом панелей n  размерами   1 м,    4 м.b a= =  Массы в узлах 400 кгm = . При решении 
принята жесткость стальных стержней, 5 22.0 10 , 9 .E МПа F см= ⋅ =  На рисунке 3 изображены 
зависимости от количества панелей верхней оценки наименьшей частоты Rω  согласно 
формуле (22), оценка Донкерлея Dω  (8) и численное значение первой частоты спектра 1ω , 
найденное путем анализа решения задачи о колебаниях системы с K  степени свободы. 

 

Рис. 3. Зависимость от количества панелей первой частоты колебаний Rω  согласно 

методу Рэлея, частота Dω  в соответствии с методом Донкерлея Dω  и первой частотой 

1ω  спектра, полученного численно. 
Fig. 3. The dependence on the number of panels of the first oscillation frequency according to 
the Rayleigh method Rω , the frequency according to the Dunkerley method Dω  and the first 

frequency of the spectrum obtained numerically 1ω . 

По мере увеличения количества панелей частота уменьшается. Также очевидно, что 
погрешность метода Донкерлея намного больше, чем погрешность метода Рэлея. Для более 
точной оценки погрешности вводятся относительные погрешности 1 1| | /D Dε = ω − ω ω , 

1 1| | /R Rε = ω − ω ω . График 4 показывает, что погрешность метода Рэлея не превышает 2.5%, 
а метода погрешность Донкерлея стремится к 35%. 
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Рис. 4. Относительная погрешность верхней Rε  и нижней Dε  оценок. 

Fig. 4. Relative error of the upper Rε  and lower Dε  estimates. 

4 Conclusions / Выводы 

Для статические определимой плоской фермы методом индукции были выведены 
формулы двусторонней оценки первой собственной частоты для произвольного числа 
панелей. Результирующие расчетные формулы для частоты колебаний консоли в рамках 
принятой модели были получены без каких-либо дополнительных упрощающих допущений и 
могут быть использованы как для оценки точности численных решений, так и для 
предварительной оценки эксплуатационных характеристик проектируемого сооружения. Эти 
формулы эффективны в качестве альтернативы численным расчетам, особенно для структур 
высокого порядка регулярности, которые характеризуются неизбежным накоплением ошибок 
округления и большими затратами компьютерного времени. 

Найденные аналитические оценки наименьшей частоты колебаний показали, что 
точность оценки Рэлея весьма высока и вполне достаточна для использования полученной 
формулы в расчетах, а точность более простой нижней оценки частоты 
неудовлетворительна. 

Аналитические решения позволяют анализировать и выбирать наиболее оптимальные 
параметры упрощенной модели проектируемого сооружения без использования численного 
решения реального сооружения. Одним из преимуществ аналитического решения Рэлея 
является то, что его точность почти не зависит от порядка регулярности конструкции.  
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